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Cieplo wlasciwe substancji prostych

Rozpatrzymy przemian¢ termodynamiczng w trakcie ktorej dostarczamy do substancji prostej
cieplo. Z definicji ciepla wlasciwego:

AQ = mcAT

gdzie AQ to cieplo dostarczone do substancji podczas przemiany, AT to zmiana temperatury, a
¢ to cieplo wlasciwe (w kJ/kg-K)

Z pierwszej zasady termodynamiki dla przemiany 1 — 2: ,Q,=U(2) -U1) + ,W,
lub dla malego fragmentu drogi przemiany: 06Q =dU + 6W

Rozpatrzymy to wyrazenie dla substancji prostych i Scisliwych (praca zewngtrzna [PdV) w
dwoch waznych przypadkach:

1) Stala objeto$¢. Poniewaz |PdV =0 zatem: W =0 i 6Q =dU.

1 (SQ) 1 (GU) (6u)
C=—| — = —| —— =| — ECV
m\ 6T /yy m\JT )y oT )y,

i zmierzone w tych warunkach cieplo wlasciwe bedzie cieplem wlasciwym przy stalej objetosci
Cy.

A wigc:

2



2) Stale ciSnienie. Przy stalym ciSnieniu:

2 2
Wy = [PAV =P[dV =P(V, - V;)=P,V, - PV,
1 1

1Q, =U(2)-U(1)+P,V, —PV; = U(2)+ P,V, - U(1)- P V;

Zatem dostarczone cieplo jest roznicg pewnej funkcji stanu w stanie koncowym 2 i
poczatkowym 1:

1Q; = H(2)-H()
gdzie funkcja stanu H, zdefiniowana w nast¢gpujacy sposob: H=U + PV, nazywa si¢ entalpia.
Dla malego fragmentu drogi przemiany (dla dwoch bardzo blisko lezacych punktow 1 i 2):
8Q=dU+8W=dU+PdV =d(U+PV)=dH

gdyz dla przemiany izobarycznej:

dH=d(U+PV)=dU+PdV+VdP=dU+PdV (zauwazmy, ie VdP =0)



Mamy zatem: c—l(S—Q) _l(a_H) _(a_hj =C
m\ 0T /Jp m\dT )p aTP_P

i zmierzone w tych warunkach cieplo wlasciwe bedzie cieplem wlasciwym przy stalym
cisnieniu Cp.

Poniewaz Cy, i Cp wyrazajg si¢ poprzez funkcje i parametry stanu, same s3 tez parametrami
stanu, niezaleznymi od drogi przemiany.

Przyklad.

A

U(2)-U(1)=,Q,-1W;
miod miod

Dla procesua) Q=100J

+Q l Dla procesub) W =100J.
’_!_!_!_!_‘ Q=W Oba procesy prowadzg do tego

samego stanu koncowego.

proces a proces b
Obliczenia U(2) mozna wykona¢ dla
AU=Q AU=W obu procesow stosujac Cy,.

Energi¢ wewnetrzng ukladu w stanie koncowym dla procesu b, mozna wyliczy¢ stosujac Cy,
pomimo, ze do ukladu nie dostarczaliSmy ciepla. 4



Dla substancji w stanie skupienia cieklym lub stalym (substancja prawie niescisliwa):

dh =du+ Pdv+ vdP = du

gdyz zarowno zmiana objetosci (dv) jak i objetos¢ wlasciwa (v) dla tych stanow skupienia sa
wzglednie male. A wigc:

dh =~ du~CdT

gdzie C to cieplo wlasciwe przy stalej objetosci lub przy stalym ciSnieniu (roznice beda
niewielkie). Jesli przemiana nie zachodzi w szerokim zakresie temperatur mozna przyjac, ze
cieplo wlasciwe C nie zalezy od temperatury i po scalkowaniu otrzymamy:

hy —h; ~uy —uy =C(T, - Ty)
Przyklad.

Oszacuj cieplo wlasciwe przy stalym ciSnieniu Cp pary technicznej o cisSnieniu 1 MPa w
temperaturze 325°C. Skorzystaj z tablic pary technicznej.

) . Ah
Rozwigzanie. Korzystamy ze wzoru: Cp = (—j
AT Jp
Tablice pary technicznej (SBvW, Tabela B.1.3)
Dla 1 MPa h(300) = 3051,15 kJ/kg, dla 1 MPa h(350) =3157,65 kJ/kg. A wigc Cp =

(3157,65-3051,15)/50 = 2,13 kJ/kgK.

Aby otrzymac¢ cieplo wlasciwe molowe mnozymy przez 18 (masa czasteczkowa H,0)



Cieplo wlasciwe gazow doskonalych

Molowe cieplo wlasciwe gazu doskonalego przy stalej objetosci (C,)

n moli gazu doskonalego w zbiorniku o
2) \ b) stalej objetosci ogrzewamy od
P+ AP 5 temperatury T do T + AT. Dostarczamy
cieplo AQ. Uklad nie wykonuje pracy.

cisnienie

1 1+a7 £ definicji ciepla wlasciwego:

K L
= . T AQ =nC AT
e gdzie C, to molowe cieplo wlasciwe
regulowany objetosc
grzejnik
Z. pierwszej zasady termodynamiki: dU =06Q - oW,

a poniewaz W = 0, mamy: 8Q =dU =nC,dT. Cuo = 1dU _ du Cy jest parametrem
V7ndr  dT termodynamicznym

Dla gazu jednoatomowego:

U=nU = > NKT = > oN \kT = > nRT
. 2 2
a wigc: dau _3 R
ar 2 co prowadzi do:
1dU dU 3 J kJ
Cy=——=—">=-R=125 dla gazu jednoatomowego.
ndT dT 2 mol - K \ kmol - K ¢




~1dU _duU
“ndT dT’

i z wezesniej otrzymanych wyrazen na energi¢ wewnetrzng roznych
gazow przy roznych zalozeniach, mozemy otrzymac przewidywane
wartosci molowego ciepla wlasciwego. Otrzymane wartosci liczbowe
mozna porownac z dosSwiadczeniem. Ponizsze dane dla gazu doskonalego
uwzgledniaja obroty, ale nie uwzgledniajg oscylacji czasteczek.

Dla dowolnego gazu doskonalego, z zaleznosci: Cy,

Czasteczka gaz Cy [KJ/(kmol' K)]
jednoatomowa doskonaly B2)R=12,5
rzeczywisty, He _ 125
300 K Ar 12,6
dwuatomowa doskonaly (5/2)R =20,8
rzeczywisty, N, - 20,7
300 K 0O, 20,8
wieloatomowa doskonaly 3R =249
rzeczywisty, NH, 29,0

300 K CO, 29,7



T+AT

Zmiana energii wewnetrznej: AU=n [C, (T)dT
T

gazu doskonalego zamknig¢tego w cylindrze z tlokiem (mozliwe zmiany
objetosci i wykonanie pracy), zalezy tylko od zmiany temperatury i zmiany
Z temperaturg ciepla wlasciwego, nie zalezy natomiast od typu procesu, w
wyniku ktorego nastgpila zmiana temperatury.

Pressure

Volume
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Dla trzech procesow 1, 2, 3 pokazanych
na rysunku, przeprowadzajacych gaz
doskonaly ze stanu poczatkowego ,,i”
lezgcego na izotermie T do stanow
koncowych ,,f’ lezacych na izotermie

T + AT, zmiana energii wewngtrznej ma
te samg wartosS¢. Nie jest istotne, ze
wartosci ciepla AQ, pracy AW s3 rozne, ze
rozne sa takze objetosci i ciSnienia dla
stanow f, wazna jest tylko zmiana
temperatury.



Zaleznosc¢ stosunku C,, / R od temperatury dla gazu doskonalego

4
2
3 ruch drgajacy
=T __ |1 Iy 5/2
. ]
= 2 ruch obrotowy
~ 1
————————————————— 3/2

ruch postepowy

0 | | | | | | | |
20 50 100 200 500 1000 2000 5000 10 000
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Wykres zaleznosci stosunku C V/ R od temperatury dla wodoru. Wartos¢ tego
stosunku zmienia si¢ od wartosci wynikajacej z uwzglednienia tylko ruchu
postepowego do wartosci zawierajacej wklady do energii wewnetrznej od ruchu
obrotowego i, dla wyzszych temperatur, takze dla ruchu oscylacyjnego. Dla
niedostatecznie wysokich temperatur Srednia energia oscylatora jest mniejsza od KT.
Zrozumienie zaleznosci tego typu od temperatury nie jest mozliwe na gruncie te0r9ii

klasycznej i wymaga teorii kwantowe;j.



Kwantowe ,,wymrazanie” oscylacyjnych stopni swobody

Dla klasycznego jednowymiarowego oscylatora harmonicznego mamy:

d2X . k
m—-= —kx; x=xpcosot; v=xgosinot; o=, —
dt m
2
mv- 1 ) 1 1
Enw,=——= —moazx(z, sin” ot; <Ekin> = —m(ozx(z, <c0s2 x> = <sin2 > S
2 4 2
kx? 1 s 2 2 1 5 5
E = = 5 Mo X cos ot; <Ep0t> = mo'xy (Exin) = <Ep0t>

. : : 1
Energia calkowita klasycznego oscylatora harmonicznego E_ ., = Emmzx(z)

jest ciagla; wszystkie wartosci sa dozwolone:

Z. zasady ekwipartycji energii, Srednia energia calkowita jednego oscylatora
jednowymiarowego (jeden stopien swobody), w zbiorze wielu oscylatorow
wymieniajacych energi¢, w rownowadze termodynamicznej:

(E)=2-(Egjn) = 2-%kT=kT

ze wzgledu na konieczno$¢ uwzglednienia energii potencjalnej 10



M Ey=dho Pa=Aexp(-4fiw/kT) Dla jednowymiarowego kwantowego
—Ns Ey=3tw Py=Aexpi-3tuykT) oscylatora harmonicznego energia
——ﬁz—&g:zﬁm Po=Aexp(-2haykT) calkowita jest skwantowana, a dozwolone
M f=tw A= Aexp(~ hw/kT) wartosci energii calkowitej oscylatora
— M fo=0  py=n Wynosza:

| Ecalk.,n =n-ho

41.5. Poziomy energetyczne oscyla-
tora harmonicznego znajduja sie w

‘réwnych odlegtosciach E, = rfio Prawdopodobienstwo zaj¢cia poziomu o

energii E wynosi:

| P(E)=ac™

Copyright © 1963, California Institute of Technology,
Polish translation by permission of Addison-Wesley
Publishing Company, Inc., Reading, Mass, USA

prawo
Boltzmanna

Jaka bedzie Srednia energia

oscylatora w duzym zbiorze N N (0 2 43 )
oscylatorow, z ktorych kazdy <E>= Eeane _ NoO\UH X+ 22X 45X + .

drga z czestoscia o a N car NO( 1+x+x"+x° + )
prawdopodobienstwa

obsadzenia kolejnych stanow gdzie:

bedg opisane prawem /KT

Boltzmanna? X=¢ s N = NO + Nl + N2 + e

11



E . Nohco( 0+x+2x"+3x + )

(E) =" =
Ncalk N0(1+X+X2 -|-X3 +...)

Szereg geometryczny. Suma wyrazow ni"oa 30
nieskonczonego szeregu geometrycznego o’ 0% 1 _x
jest rowna:
Mianownik, szereg geometryczny o c4x4xd4xds.. =X
ilorazie x i pierwszym wyrazie 1. 1-x
Licznik, nieskonczona suma szeregow s 3 4 x>
geometrycznych, jak pokazano po 0+x"+x"+x"+... = [ x
prawej. 3
Wvni . . T 0+0 +x +x*+... = X

ynik po obliczeniu sum szeregow: 1-x

4
B — 0+0 +0 +x*+.. =—
(l—x)2 oox 1 1-x

1 1—x 1
1-x X

12



Noh(o(() +x+2x7 3%+ ) hd

(E)= Ecalk _ _
h

Nealk N0(1+x+x2+x3+...) ek(;—l
Dla wysokich temperatur, stosujac "
rozwiniecie eksponenty (ex= 1+ x/1! (E)= ———=KT
+x2%/2! + ...), biorac dwa pierwsze wyrazy 1+°9 1
otrzymujemy: kT
Dla temperatury zmierzajacej do zera, w <E> B ho 0
granicy, otrzymujemy: B exp( ho ) ;

W ten sposob otrzymujemy ,,wymrazanie” w nizszych temperaturach
drgan i obrotow o wyzszych czestosciach; nie daja one wkladu do ciepla
wlasciwego.

13



Molowe cieplo wlasciwe gazu doskonalego przy stalym cisnieniu (C,)

n moli gazu doskonalego ogrzewamy

2) : °) od temperatury T do T + AT przy
! stalym ciSnieniu (stale obcigzenie
o | tloka). Do ukladu dostarczamy cieplo
S Lp 1 2 AQ. Jednocze$nie uklad wykonuje
5 _ T+a7 Pprace AW =PAV podnoszac obciazony
312K . ~— tlok.
I PAV
v V+AV Z. definicji ciepla wlasciwego:
regulowany objetos¢ AQ =nC PAT
grzejnik

aponiewaz: SW =PdV =nRdT, mamy: Z. pierwszej zasady termodynamiki:

dU = 8Q - 8W,
dU+PdV =d(U+PV)=dH =nCpdT, gdyzVdP=0.

_1dH _dH

Stad cieplo molowe Cp: Cp = AT dT Cp jest parametrem termodynamicznym

dH dU d(pv — —
Mamy takze: Cp = = + ( V)=CV + R, |Cp =Cy +R

dT dT dT
// /_'
dU =nC,dT, PV = RT,

gdzie wielkosci z kreska odnoszg si¢ do 1 mola (kmola).

14



Stosunek C, do C,,

Stosunek ciepta wlasciwego (lub wlasciwego molowego) przy stalym ciSnieniu do

ciepla wlasciwego (wlasciwego molowego) przy stalej objetosci jest waznym

parametrem, oznaczonym y i nazywanym ,,C, do C,”.

Ze zwiazku: Cp =Cy + R ,» po podzieleniu przez C,, otrzymamy:

_C_P—1+io CV_ 1 . CVT_ T
oy ey R 410 Ry

Poniewaz: AU = nCy AT, U= CyT mamy dalej RT = (y — l)U

dla jednego mola gazu. Dla n moli, mamy: nRT = NkT = (y - 1)U

gdzie N to calkowita liczba czasteczek w rozwazanej probce gazu, a U jest jej

calkowitg energia wewnetrzna.

1
Dla pojedynczej czasteczki: U = —lkT , skad znajac liczbe¢ aktywnych

‘Y —_—
stopni swobody mozna wyliczy¢ vy, czyli C, do C,, i odwrotnie...

15



Przemiana adiabatyczna gazu doskonalego

© Wydawnictwo Naukowe PWN SA

/ achabala (2 = (1)
u '%
Bl
H
[=
g
= &) ;
-] izotermy:
by 700 K
: & 500 K
ég@f@- f::;ff i ﬂ* "“{’w 2 1y 300 K
ik Skt "G
A B .1L§.’;w- B 5 objeioét

Po ujeciu Srutu, tlok przesuwa si¢ do gory (rosnie objetos¢) wykonujac prace.
Temperatura spada. Proces, w ktorym nie zachodzi wymiana ciepla z otoczeniem
(proces jest bardzo szybki, lub uklad jest bardzo dobrze izolowany) nazywamy
przemiang adiabatyczna.

Wykres przemiany adiabatycznej na diagramie P-V nazywamy adiabatg. Adiabata
musi przecinac izotermy; podczas izotermicznego rozpre¢zania gazu doplyw ciepla
utrzymuje stala temperature¢ i podwyzsza cisnienie (dla tej samej objetosci, w

porownaniu z przemiang adiabatyczng). y



© Wydawnictwo Naukowe PWN SA Przesuwaj qcy Si@ tl()k Wyk()nuj c

0 prace objetosciowa:
admbala (¥ = 1)
¢ SW = PdV
: P Poniewaz nie ma doplywu ciepla,
& \ z I zasady termodynamiki:
» NOE dU =06Q —-6W =-PdV
R odbywa si¢ to kosztem energii
DUoN; wewnetrznej.

Z. rownania stanu gazu doskonalego mamy: nRdT = d(PV) = PdV + VdP
_ PdV + VdP

skad: dT = = —_— —PdV =dU =nCydT
n
PAdV+VdP  C 1
co daje: —PdV=nCy——2 o =V (pgV +VdP)=——(PdV + VdP)
nR CP - CV Y — 1

dv dP
Ostatecznie: - (y — 1)PdV =PdV +VdP; —-vyPdV =VdP; -y v - p

17




dv _dp
vV P

—(y-1)PdV = PdV + VdP; —yPdV =VdP; -y

-yInV =InP +C; ln(PVy): C; PV' =const

Z. rownania gazu doskonalego: P= HET
RT i
Po podstawieniu: (nV }VY =const; TV'! =const
. nRT )’
a takze: P[ - ] —const; TYP!™" = const

i, dla przemiany adiabatycznej:

PVY =const; TV'! =const; TP'!=const

18



Z.adanie 1

De¢tka rowerowa jest napelniona powietrzem do ciSnienia 4,4 atm za pomoca
pompki pobierajacej powietrze pod ciSnieniem atmosferycznym (1 atm), w
temperaturze 20°C (293 K). Jaka temperatur¢ w skali Celsjusza ma
powietrze opuszczajace pompke, jezeli y = 1,40? Pomin straty ciepla na
ogrzanie Scianek pompki.

Odp. 173°C

Z.adanie 2

Dwa gazy, A i B, zajmujace takie same poczatkowe objetosci V,, i majgce
takie same poczatkowe ciSnienie P, zostaly gwaltownie spre¢zone
adiabatycznie, kazdy do polowy swojej poczatkowej objetosci. Jakie beda
stosunki ich cisnien koncowych do ciSnienia poczatkowego, jezeli y, jest
rowne 5/3 (gaz jednoatomowy), a y, wynosi 7/5 (gaz dwuatomowy)?

Odp. P, = P,x3,17, P, = P,x2,64

19



Sprawdzian

Pressure

700 K
SO0 K
400 K

Volume
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Uszereguj zaznaczone na wykresie przemiany wedhug ilosci ciepla
przekazywanego do gazu. Zacznij od wielkosci najwigekszej

20



Podsumowanie dla czterech wybranych przemian

Przemiana

Pressure

stala
wielkos¢

P
T
PVY, TVY],

TPy
\%

nazwa
przemiany
izobaryczna
izotermiczna

adiabatyczna

izochoryczna

;N.f'
1 2
ks \\,\;e, * 700 K

e/ 500 K
' 400 K

rownania

Q =nC,AT

W =PAV
AU=0,Q=W =
nRTIn(Vy /V, )
Q=0,AU=W

Q =AU =nC,AT;
WwW=0

Volume
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